3. cviceni - TreSeni

Priklad 1: vzorové feSeni je zde (pfiklad 1): https://www.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/2223ZS_
Kal2/08res.pdf

Piiklad 2 (a) [, 22 4+ y%d(z,y), kde M je trojtuhelnik s vrcholy (0,0), (1,0), (0,2)
Mnozina M:

Vidime, ze bod mnoziny M lze vyjadiit jako [z,y], kde = € [0,1] a y € [0,2 — 2z].

37Yy=2—2x

1 p2-22 1 y
/ x2+y2d(x,y):/ / x2+y2dydx:/ [a:Qy—i-] dx =
M o Jo 0 3 1y=o

1 3 1
2-2 8 8

:/ 1‘2(2—2$)+($)—0d1‘:/ 202 — 2% 4 — — 8z 4+ 8z — —addx =
0 3 0 3 3

1 =1
14 8 10 7 8
2/10$2—$3—8x+dx: -t — 4+ 22 =
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Priklad 2 (b) [,, e * ¥ d(z,y), kde M = {(z,y) e R*: 0 < z < y}
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Ziejmé M = {(x,y) € R?: 2 € [0,00),y € [x,00)}.

/ ~TY d(z,y) = // —wydydm_/ /eydydw_/ e [—e ]I =
—/0 T(0— (e ))d:v—/o e dg =

] 01
= |z = -2z, dz:—2dx,0»—>0,001—>—oo|:—/ 2ezdz:/ iezdz:
0

—0oQ
=0
11y
2 2

Z=—00

Piiklad 2 (c) [,,z(y + 1) d(z,y), kde M je jednotkovy kruh

Plati M = {(z,y) € R?: 2? +y2§1}:{(x,y)eR2:3:€[ 1,1],y { V1 — a2, \/1—302}}
L1y y=v1i-2?
/ (y+1) dx—/ / y+1)dydx—/ x[+y] dx =
1 L2 y=—1—22
1— 1—a?
:/ 2:6 +V1—22 - 2x +vV1—22dzx =
-1
1 \/72 1-2z —4z
=/ 2z 1 —z¢de = |z = T (Z)E —1—o00, 1=0|=

/oo 4z 9 422 1-— 22 - par. zlomky 0
o (224127 (22 +1)22241 B

Piiklad 2 (e) [,,zy d(z,y), kde M je Etvrtina jednotkového kruhu lezici v prvnim kvadrantu
M= {(z,y) eR*: 2 +y* < 1,2 >0,y > 0} = {(x,y) e R*: z € [0, 1],y € [0,\/1 *932]}

y=v1—x2

V1i—a2? =Vi= 1
/xyd:cy // xydydx—/ [} dx:/ g(l—x2)dx:
y=0 0
3 2 472=1
:/ffdx:[xw] 1
0 2 2 1 8),, 8

Piiklad 2 (g) [, 222y d(z,y), kde M je ¢tyfthelnik s vrcholy (0,0), (0,2), (1,1),(1,3)
Mnozina M:

[a—

3
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Vidime: M = {(z,y) € R?: z € [0,1],y € [z, + 2]}

1 a2 1 B 1
/ 222y d(z,y) = / / 222y dy do = / z? [yQ] z;zﬁ dz = / 23(2® 44z + 4 — 2?) dx =
M 0 Ja 0 0

1 3qz=1
4 7
:/4x3—|—4x2dx:[$4+x] = -
0 3 1,—0 3

Priklad 2 (h) [,, ye " d(z,y), kde M = {(z,y) € R®: 2 > 0, |z —y| < 1}
Mnozina M:

y=x+1

)
fe’e) r+1 fe’e) 27 y=z+1
/ ye ¥dx = / ye ¥ dy dx :/ e " [y} dzr =
M 0 x—1 0 2 y=x—1
1 [> _ <, PP _
:2/ e x(x2+2x+1—x2+2x—1) dw:/ 2ee” * dx == ‘u:Q:U, vV =eT" =
0 0

e /0 (e )2de = 0+2 [—e )= =2

Priklad 3 (a) [,, 2% +y? d(z,y), kde M = [2? + (y + 2)* < 4]
M = [y € [—2,2],$ € [_\/4_ (y+2)2’ \/4_ (y+2)2H

Priklad 3 (b) [, h— 2z —3yd(z,y), kde M = [z2 +y?> < R*)|a h,R€R
M ={(z,y) €R* w € [-R, R,y € |-V~ 2% V'~ 2|}

Piiklad 3 (c) [,,(z+y)cos(n(x —y)) d(z,y), kde M =[xz +y >0,z <1, 1+y <z <2+
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Yy > -

r<1
y<wz-—-1
y>ax—2

Posledni dvé rovnice davaji x — 2 < y < x — 1. Dale je na y kladena podminka y > —x. Nyni je

otazkou, kde je na ose —z.
Mohou nastat dva piipady, ve kterych mtze y splnit v8echny podminky a to: —zr <x—2<x —1 a

x—2< —x <z —1. Rozeberme si je.
o — 1 <x—2<x—2, pakplati, ze y € [z — 2,z — 1]. Takova situace nastane pro x > 1, jak naznacuje

vypocet nize.

—r<xr—2
2 < 2x
r>1

V definici mnoziny M vS8ak méme, ze x < 1. Tedy v ramci mnoziny M nenastava situace —r < x — 2.

o x—2< —zx<x-—1, pak plati, Zze y € [z, z — 1]. Tato situace nastava pro = € [%, 1].

r—2<-z || —x<z-1
20 <2 || 1<2x
1
<1 > —
<1l || => 5
Celkové dostavame, Ze w1 (M) = [3,1] a pro z € m (M) plati, ze M, = [-z,z — 1]

Pro ukizku uréeme mo(M) a MY. Tedy zkusme si vyjadrit « v zéavislosti na y.

Mame x € [1 + 9,2 + y] N (—o0,1] N [—y,00). Nyni je tfeba zjistit, pro kterd y je dand mnoZzina
neprazdna. Vénujme se nejdiive mnoziné [1 + y,2 + y] N [y, 00), pozici 1 vzhledem k y budeme Fesit
pozdéji. Existuji dvé situace, ve kterych je [1 +y,2 + y] N [—y, 00) # 0. Podivejme se na né:

e —y<l+4+y<2+y-pak MY =[14y,2+y]N(—o0,1].

—y<l+y
—1< 2y
y>—1
- 2
Proy > —% plati: 14+y > %,2+y > % Nyni vidime, ze MY # () pouze pro 1 +y < 1, tedy pro y < 0.
Dostavame tedy, ze pro y € [—%,0] je MY =[1+y,1] aproy > 0 je MY prazdna.

o l+y<—y<2+4y. Pak MY =[-y,2+y|N(—00,1]

Il+y<-y || —y<2+y
y<—1 || —2<2
1
< —= > -1
Yy 5 |y >
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Dané situace tedy nastava pro y € [—1, f%) Pak —y € (%, 1] a2+ye [1, g) Z toho vidime, Ze

MY = [—y,1].

Celkové dostévéme: mo(M) = [-1,0] a pro y € [-1,—3) je MY = [—y,1] a pro y € [—3,0] je
MY =11+uy,1].
Pak dany integral pocitame takto:

-3 rl 0 1
/Mf<x,y>d<x,y>= / 1 / Sy / [ty

1
2

Priklad 4: vzorové feseni zde (ptiklad 2): https://www.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/2223ZS_Ka
12/08res.pdf
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